
Zur Berechnung des Ranges der Schar
der Spitzenformen zur Modulgruppe

zweiten Grades und Stufe q > 2
Von Ulrich Christian in Göttingen

Diese Arbeit umfaßt zwei Paragraphen. Im ersten Paragraphen will ich einige
triviale aber ärgerliche Fehler verbessern, die sich in [24] eingeschlichen haben. Bei
dieser Gelegenheit möchte ich allen danken, die mich auf Fehler aufmerksam gemacht
haben und in diesem Zusammenhang besonders einen Brief erwähnen, den mir Y. Morita
und T. Shintani am 25. Dezember 1975 geschrieben haben.

Im zweiten Paragraphen mache ich einige Bemerkungen zu [24]. Dabei gehe ich auch
auf die Möglichkeiten ein, die Resultate von [24] auszubauen.

§ 1. Berichtigung von [24]

1. In [24], Seite 135, Formel (61) läuft s über alle ganzen Zahlen =0modq. In (63)
ist daher (2) durch q~2 (2) zu ersetzen. Es muß also statt (63) heißen

(1) " qA(r(2,q\ 1) (2) vol(5(l) 22~2* J \t + \\~9 tg~* dt.
o

Diese Abänderung um den Faktor q~2 zieht sich durch bis Seite 136, Formel (76).

2. In [24], Seite 135, Formel (68) muß es heißen

( 2 ) , ,
2 P\q

Dieses Resultat steht in [15], Formel (17) richtig, wurde aber falsch abgeschrieben.

3. Führt man diese Verbesserungen durch, so bekommt man statt [24], Seite 136,
Formel (76):

(3)
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4. Die Bedingung [24], Seite 136, Formel (82) ist Unsinn. Es gilt immer x'Ix = Q.
Dadurch werden auch einige der folgenden Rechnungen, einschlie lich Hilfssatz 3 sinn-
los. Trotzdem bleibt der Rest, etwa ab [24], Seite 137, Formel (87) richtig, wenn man die
Mengen s31 und s32 wie folgt erkl rt: Zun chst gibt es zu jedem Mes>3 ein K å Ã(2),
so da [24], Seite 137, Formeln (89) bis (94) gelten. Jetzt definiere man:

s3 i umfa t alle diejenigen Matrizen M e s3 , zu denen es keine konjugierte Matrix P
der Gestalt [24], Seite 137, Formel (90) mit (94) gibt.

$32 umfa t alle diejenigen Matrizen Mes3 , zu denen es ein konjugiertes P der
Gestalt [24], Seite 137, Formel (90) mit (94) gibt.

Eine ausf hrliche Darstellung dieses Sachverhaltes findet man bei I. M nchhausen
[44], Fall É: ÷ (M, x) = (x-s)4, å e {-l, 1}, Formel (20) bis kurz vor Formel (50).

Mit dieser neuen Definition von s31, 532 bleibt alles Weitere richtig.

5. Auf der rechten Seite von [24], Seite 142, Formel (147) mu es hei en

(4) /=1[Ù(2):Ù(2,<7)] lim Ó (K(S) + K(-S>).
Z å^û Se R

S = 0 mod q

Der Faktor — tritt dadurch auf, da die Gruppe Ù (2) die Matrix —.E enth lt, die Gruppe

Ù (2, q} f r q > 2 aber nicht. Offenbar gilt

wobei F(l) die elliptische Modulgruppe bezeichnet.
Statt [24], (117), (146), (147) bekommt man also
(5) ô31 = ç (2, q) A (Ã(2, q), 2) [Ã(1) : Ã(1, q)] /*

mit

(6) /* = lim Ó
ε~*° SeStt

S = 0modq

(7) K*(S) = q3 jDet(
ö

Man schreibe wie in [24], Seite 142 wieder qS statt S. Es folgt dann wie in [24], Seite 142:

(8) /* = 21im Ó

Hieraus bekommt man wie in [24], Seite 142, Formel (151):

(9) /* = (-!)' 24'2* lim Ö (å) ReL,(e) .

Hierbei sind Ö(å) und L,(e) durch [24], Seite 143, Formeln (152), (153) erkl rt.
Bei der Berechnung des Integrals Lg(&) sind mir einige kleine Fehler unterlaufen,

was wohl darauf zur ckzuf hren ist, da ich ungeschickt vorgegangen bin. In dem ein-
gangs erw hnten Brief vom 25. Dezember 1975 wiesen mich ¾. Morita und T. Shintani
darauf hin, da man den Wert des Integrals Lg(&) durch Gammafunktionen aus-
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110 Christian, Rang der Spitzenformenschar zur Modulgruppe 2. Grades und Stufe q>2

dr cken kann. Ich will nun vorf hren, wie man das Integral Lg(s) sehr elegant mit Hilfe
von Gammaintegralen ausrechnen kann.

Es sei Z = X + i Õ eine komplexe 2 x 2 Matrix mit Y> 0 und

(10) G(2,g;Z)= f (DetF/~Ie iSp(ZK)dF.
F>0

Aus C. L. Siegel [58], Seite 384 oder aus [23], Seite 286, Formel (1352) entnimmt man

(H)
mit

(12) F(2,g)= J (Det K)' ~*e~SpVdV.
F>0

Aus [24], Seite 143, Formel (153) entnimmt man

(13)
r>o

Dieses Integral konvergiert absolut. Daraus folgt

(14) L,(å) = lim J Det(y+i£)-*(Detyy-3"Ee~a S p ydy.

Benutzt man nun die Formeln (11), (12) mit Z— K+ii1, so bekommt man

_i
(15) (-i)-2*F(2,g)L,(e) = lim j J (Det F) 2 (Det ãã~^~å

 e
i SP< r K + i K + i i y> dFd F.

Das auf der rechten Seite von (15) stehende Doppelintegral konvergiert absolut. Daher
kann man die beiden Integrale vertauschen. Es folgt

(16) (-\r2'F(2,g)L.(B)
= lim J (DetF/" '(J (Det ãã-*-'Ý**((í+"íí dY) e~SpF dF.

<5>0

Das innere Integral ber Õ ist nach (10), (11) gerade

Dieses in (16) eingesetzt liefert wegen — i = e 2 :

(17) e^

F 2,£---å lim f (Det l
1 2 / <5-»0 yJ

>Q/ δ>0
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Man überlegt sich nun, daß man auf der rechten Seite von (17) den Grenzübergang <5—»0
unter dem Integral ausführen kann. Es folgt

r~-e) J (DetF)*e-s^dF,
* / K>0

also

(18)

Somit

9 — — —
*"» Ö o

Nach C. L. Siegel [58], Hilfssatz 37 oder [23], Seite 287, Formel (1355) ist

(20)

wobei die übliche Gammafunktion bezeichnet. Dabei ist zu beachten, daß in [23],

Seite 287, Formel (1355) der Exponent von fälschlich mit angegeben wurde.

Richtig muß es heißen.

Aus (19), (20) bekommt man

(21) ,,( )= *€
r<g)r(g--

Dieses stimmt überein mit der l· ormel, die mir Mon tu und Shintani in dem früher erwähnten
Brief für das Integral Lg(&) mitgeteilt haben.

Diese Formel benutze man nun statt der Formel (161) in [24], Seite 143. Diffe-
rentiation nach liefert

/3\ l /1\ ,w e g e n r - = - r - = y a l s o

(22)

Dieses benutze man statt Formel (165) in [24], Seite 143.
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112 Christian, Rang der Spitzenformenschar zur Modulgruppe 2. Grades und Stufe q>2

Man berechne lim (å Ö (å)) wie in [24], Seite 144. F gt man dann alles zusammen,
so erh lt man statt [24], Seite 144, Formel (172) :

(23) ô31 = 2 - Ë (Ã(2, q),

6. Genau wie in [24], Seite 142, Formel (147) ist auch in [24], Seite 145, Formel
(l 88) der Faktor

einzuf gen.

7. In [24], Seite 147, Formel (206) mu die 2 im Nenner fort.

8. F hrt man diese Verbesserungen durch, so bekommt man statt [24], Seite 147,
Formel (207):

(24) ô3

9. Aus (23), (24) folgt

(25)

Dieses ist statt [24], Seite 147, Formel (208) zu setzen. Nach [15], Formel (17) ist

(26) Á(Ã(29 q), 2) = ß
4^- Ð (l ~P~*).

2 P\q

Bekanntlich (man siehe z. B. [10]) ist ferner

(27)
P\9

Definiert man nun a)(q) durch [24], Seite 133, Formel (35), so folgt

(28) ^-^y^c fa).

10. Nach [24], Seite 154, Satz ist der Rang der Schar der Spitzenformen gleich
ôé + Ô2 + ô3· Dabei ist ô^ durch [24], Seite 133, Formel (34) gegeben. Somit hat man:

Satz. Der Rang der Schar der Spitzenformen vom Gewicht g>4 zur Gruppe
r(2,q)(q>2} ist

(29) 6(r(2,q),g)= 2£ù®5 (2g -2) (2g -3) (2g -4)

q(£>(q)
2

5 - 3

Hierbei ist

(30) ù(9) = 9
6Ð{(1-ñ"2)(1-,Ñ"4)}
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Dieses Resultat stimmt überein mit den Ergebnissen von Y. Morita [43], Seite 167,
Main Theorem, T. Shintani [57], Seite 64 unten sowie T. Yamazaki [70], Seite 53.

§ 2. Anmerkungen zu [24]

11. Bei I. Münchhausen [44] findet man die Beweise vieler Hilfssätze, die ich in [24]
ohne Beweis angegeben habe.

12. Man setze

(31)

Dann gilt

(32)

Auf Grund dieser Relation hängt die Funktion ( ) aus [24], Seite 143, Formel (152)
zusammen mit der Funktion d(®, s) aus C. L. Siegel [61], §4, Formel (14). Statt in
[24], Seite 144 den Grenzwert lim ( ( )) zu berechnen, hätte ich auch aus Siegels

Arbeit das Residuum von d(S, s) bei s = —- entnehmen können. Die Verallgemeinerung

der Funktion ( ) auf den Fall n>2 wird bei T. Shintani [57] untersucht.

13. Ich will jetzt auf die Frage eingehen, inwieweit man hoffen kann, in abseh-
barer Zeit die Rangformel auch für n > 2 zu berechnen. Dabei beschränke ich mich auf
Hauptkongruenzgruppen ( , q) mit q> 2, so daß also keine elliptischen Fixpunkte auf-
treten.

Zunächst braucht man zur Berechnung der Rangformel mit Hilfe der Selbergschen
Spurformel eine Klassifikation der Konjugiertenklassen von (n, q). Die Resultate meiner
Arbeiten [12], [18], [21], [22], [25] gelten für beliebige n. Darüber hinaus entdeckte
H.-B. Meyer, daß im Zusammenhang mit Hamiltonschen Differentialgleichungen unabhän-
gig von meinen Resultaten eine Reduktionstheorie für symplektische Matrizen entwickelt
wurde. Hierher gehören die Arbeiten A. C. Aitken and H. W. Thurnbull [1];
N. Burgoyne and R. Cushman [2]; D. Carlson [3], [4]; A. Ciampi [26]; W. A.
Coppel [27]; R. Cushman [28]; V. Kucera [35]; A. J. Laub and K. Meyer [37];
H.-B. Meyer [38], [39], [40], [41]; J. E. Potter [45]; J. Williamson [69].

Damit ist die Klassifikation der Konjugiertenklassen für beliebige n > 2 zwar noch
nicht vollzogen, doch scheint eine gute Grundlage vorhanden zu sein.

Als weiteres braucht man zur Einführung konvergenzerzeugender Faktoren gewisse
Abschätzungen von Teilreihen der Kernreihe. Hier kann ich darauf verweisen, daß meine
Arbeiten [19], [20] für beliebige n gelten.
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114 Christian, Rang der Spitzenformenschar zur Modulgruppe 2. Grades und Stufe q>2

Schließlich müssen Integrale ausgerechnet werden. Hier hat man Resultate von
T. Shintani [57] und W. Quaas [46]. Für g ̂  2n + 3 rechnet T. Shintani am Ende von [57]
die Beiträge zur Rangformel von denjenigen Integralen aus, die zu solchen Konjugierten-

(E s\klassen von (n, q) gehören, die eine Matrix vom Typ ( l enthalten. Es ist zu ver-
E)

muten, daß sich diese Konjugiertenklassen durch die Bedingungen

(33) (M, *) = (*- 1)2",
(34)

beschreiben lassen. Hierbei ist (M, x) = Oet(xE — M) das charakteristische Polynom
von M.

Hierzu stellen sich nun folgende Fragen: Werden Shintanis Konjugiertenklassen
tatsächlich durch (33), (34) beschrieben? Liefern die übrigen Konjugiertenklassen zur
Rangformel den Beitrag 0? Kann man Shintanis Bedingung g ̂  2n + 3 etwa mit Hilfe der
in [19], [20] gegebenen Abschätzungen auf die Bedingung g> 2n herabdrücken?

Im Falle n = 2 sind diese Fragen mit ja zu beantworten. Für n > 2 ist das ein offenes
Problem; doch scheint die Lösung dieses Problemes nicht mehr unangreifbar zu sein.

Für n = 3 und g > 6 wurde eines der von Shintani behandelten Rangformelintegrale
auch von W. Quaas [46] berechnet.

14. Bei der Lektüre von Seibergs Vorlesungsausarbeitung [50] fand ich zwei Ideen,
die ich noch einmal hervorheben möchte, weil sie mir für die Berechnung der Rangformel
von Interesse zu sein scheinen. Beide Ideen könnten dazu beitragen, die Einführung kon-
vergenzerzeugender Faktoren zu umgehen. Bei der Beschreibung beider Ideen beschränke
ich mich auf Gruppen, deren Fundamentalbereich eine Spitze hat. Für Gruppen, deren
Fundamentalbereich mehrere Spitzen besitzt, ist die Methode entsprechend zu verall-
gemeinern. Die Bezeichnungen seien wie bei A. Seiberg [51].

Eine Bemerkung bei Seiberg [50], Seite 3 unten und Seite 4 oben legt es nahe,
folgendes zu versuchen.

Man schneide die Spitze des Fundamentalbereichs T) durch die Bedingung
Det Y^ c ab. Hierbei ist c eine positive Konstante. Der verbleibende Teil Dc von T)
ist dann kompakt. Wendet man nun mit Dc statt X) die Spurformel an, wie sie bei
A. Seiberg [51], Seiten 63 bis 64 beschrieben wird, so bekommt man statt des Integrals
bei A. Seiberg [51], Seite 64 oben ein Integral

(35) J k(x, M0x) dx
*>M0,c

mit
(36) £MO,C=Z*MX> C ,

MeT

wobei alle Bezeichnungen wie bei A. Seiberg [51] gewählt wurden.

Man könnte nun versuchen, das Integral (35) zu berechnen und dann den Grenz-
übergang c— * oo zu vollziehen. Der Vorteil dieser Methode könnte darin liegen, daß man
ohne konvergenzerzeugende Faktoren auskommt. Der Nachteil dieser Methode dürfte
darin liegen, daß das Integrationsgebiet DMo,c vermutlich in vielen Fällen komplizierter
ist als der Bereich £ .
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Die zweite Idee fand ich bei A. Seiberg [50], Seite 12 unten und Seite 13 oben. Um
diese Idee zu beschreiben, benutze ich die Bezeichnung aus A. Seiberg [51], Seite 60,
Formel (2.2). In (50) betrachtet Seiberg eine diskontinuierliche Gruppe Ã in der ge-
w hnlichen oberen Halbebene, deren Fundamentalbereich eine Spitze bei oo besitzt.
Weiter sei F^ diejenige Untergruppe von Ã, die oo festl t.

Von der „Kernreihe"

(37) K(x,y,X)= Ó x(Af)k(x9My)
MeT

greift Seiberg nun die zur Spitze oo geh rende Teilreihe

(38) Ó x(Ai)k(x,My)

heraus. Aber anders, als es z.B. bei H. Shimizu [54], Y. Morita [43] oder mir [24]
gemacht wird, f hrt Seiberg zur Anwendung der Spurformel keine konvergenzerzeu-
gende Faktoren ein, sondern er verfahrt wie folgt. In dem aus der Spurformel her-
r hrenden Ausdruck

(39) f Ó

werden Summation und Integration nicht vertauscht. Aus der restlichen Summe

(40) Ó x(Ai)k(x,My)
Mer-r^

nehmen wir nun die Summanden ber diejenigen M heraus, die zwar selbst nicht in

Ã ̂  liegen, die aber zu einem Element in F^ konjugiert sind. Angenommen, in

(41) j Ó

M konjugiert zu einem Element von F^

kann man Summation und Integration vertauschen. Dann wende man die Selbergsche
Spurformel an. Nimmt man noch an, da zwei Elemente aus F^ nicht konjugiert sind,
so bekommt man aus (41)

(42) Ó J JL(M)k(x9My)^^9
ÌåÃ÷é DM-D V

wobei £>M wie bei Seiberg [51], Seite 64 erkl rt ist. Kann man in (42) wieder Summation
und Integration vertauschen und fa t man (42) mit (39) zusammen, so bekommt man als
Anteil der Spitze

(43) J Ó
DM

Wenn hier auch einige Voraussetzungen eingehen, so ist doch erreicht, da in dem
Ausdruck (39) Summation und Integration nicht vertauscht zu werden brauchten. Seiberg
benutzt in [50] diese Methode. Zur weiteren Berechnung des Ausdrucks (43) fa t er dann
erst einige Glieder der Summe zusammen. Er bekommt eine neue Summe und ver-
tauscht erst dann Summation und Integration.
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Mir scheint, daß diese Methode vielleicht mehr Beachtung verdient, als es bisher
wohl der Fall war.

15. In [44] berechnet I. Münchhausen explizit alle Konjugiertenklassen von (2).
Damit ist eine wichtige gruppentheoretische Voraussetzung für die Berechnung der Rang-
formel zu (2, q) in den Fällen q = l, 2 erfüllt.

16. Bei der Berechnung der Rangformel treten die Spitzenzahlen A ( ,]) auf, wie ich
sie in [15] untersucht habe. Für gewisse paramodulare Gruppen zweiten Grades wurden
solche Spitzenzahlen von H. Reefschläger [47] berechnet.

17. Bei der Berechnung des Ranges der Schar der Spitzenformen treten selbstver-
ständlich die Beiträge solcher Untergruppen von (n, q) auf, die gewisse Randkomponen-
ten festlassen. Bei Y. Morita werden auch gewisse Randkomponenten explizit betrachtet.
Da es mir selbst schwierig erschien, die Randkomponenten zu berechnen, und weil man
nur die Gruppen braucht, die Randkomponenten festlassen, habe ich eine Reduktions-
theorie für symplektische Matrizen entwickelt, mit deren Hilfe man die Beiträge der
Randkomponenten zur Rangformel bekommt, ohne explizit über Randkomponenten reden
zu müssen. Daß man diese Reduktionstheorie dann auch benutzen kann, um Aussagen
über die Randkomponenten zu bekommen, ist klar. In diese Richtung gehen die Arbeiten
von H.-B. Meyer [38], [39], [40], [41].

18. Hat man den Rang der Schar der Spitzenformen bestimmt, so kann man daraus
auch leicht den Rang der Schar aller Modulformen berechnen. Für die volle Siegeische
Modulgruppe habe ich das am Ende von [13] ausgeführt. Für beliebige Kongruenz-
gruppen findet man ein entsprechendes Resultat in [23] Seite 330, Satz 5. 67.
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