5. HILBERTRAUME

Definition 5.1. Sei H ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : Hx H —
C heifit Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf H, wenn fir alle x,y,z € H,
aecC

1) {z,z) >0 und (z,z) =0 < x=0;

2) (x,y} = <y,$>;

3) <:C’y + Z> = <I7y> + <I7 Z>;

4) (z,ay) = afz,y) .

Die Eigenschaften 3), 4) sagen also, dass ein Skalarprodukt linear im zweiten
Argument ist. Zusammen mit 2) folgt, dass ein Skalarprodukt im ersten Argument
antilinear ist, d.h., (ax,y) = @(z,y) und (x +y, z) = (z,2) + (y, 2).

Satz 5.1. a) ||z|| := v/(x, z) definiert eine Norm auf H.
b) e, )| < |z llyll (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
¢) In b) gilt Gleichheit genau dann, wenn x, y linear abhdngig sind.

Beweis. Wir beweisen zunéchst b) und c). Seien z,y € H. Fiir alle a € C ist

(5.1) 0 < (az +y,az +y) = |af||z]* + [ly]|* + aly, ) + @z, y).
Falls z = 0, so gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit Gleichheit. Falls x # 0, so
kénnen wir o = — mﬁ’g setzen. Dann liefert (5.1)
[z, )| 2
0< + llyll*,
(]|

und dies ergibt nach Umformung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Gleichheit gilt
somit genau dann, wenn x = 0 oder ax + y = 0, also genau dann, wenn x und y
linear abhéngig sind.

Wir kommen jetzt zum Beweis von a). Die erste Normeigenschaft folgt direkt
aus 1) aus Definition 5.1. Ferner gilt

loz|| = /{ax, ax) = |af ||z[,
und schliellich zeigt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass
lz +ylI* = (& +y,z +y) = [«]* + [y|* + 2 Re (z,y)
2
< ll2® + llyll* + 2llz [l lyll = (=l + lyl)” -

Eine wichtige Folgerung aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist

Korollar 5.2. Das Skalarprodukt ist stetig: Wenn x, — x, y, — y (beziiglich der
durch das Skalarprodukt wie in Satz 5.1a) erzeugten Norm), so konvergiert auch
(Tn,yn) = (2,9).

Aufgabe 5.1. Beweise Korollar 5.2.

Definition 5.3. Ein Raum H mit Skalarprodukt heifst Hilbertraum, wenn H mit
der vom Skalarprodukt erzeugten Norm vollstindig ist (also ein Banachraum,).

Die Raume ¢5 und Lo (2, 1) sind Hilbertrdume mit den Skalarprodukten (z,y) =
Yo Tnyn bzw. (f,g9) = [ f(x)g(x)du(x). Es ist leicht nachzupriifen, dass die
25



26 CHRISTIAN REMLING

Figenschaften aus Definition 5.1 gelten, und wir wissen bereits, dass diese Rdume
vollsténdig sind.

Im Folgenden sei H immer ein Hilbertraum. x,y € H heiflen orthogonal, wenn
(z,y) = 0 (Notation: x L y). Fiir eine Teilmenge M C H definieren wir das
orthogonale Komplement M~ durch

M*={zxecH:{(x,m)=0Yme M}.
Satz 5.2. a) Mt ist ein abgeschlossener Teilraum von H.
b) M = L(M)* = L(M)"
Hierbei bezeichnet L(M) die lineare Hiille von M, also die Menge der (endlichen)
Linearkombinationen von Vektoren aus M.
Beweis. a) Seien ,y € M+, a, 3 € C. Dann gilt fiir alle z € M
(2,0 + By) = a(z,z) + {z,y) = 0,
also ax + By € M+ und M~ ist ein Teilraum. Wenn z,, € M+, z € H, x,, — x, so
ist wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts fiir alle z € M

(z,2) = (2, lim x,,) = lim (z,z,) =0,

also z € M+ und M+ ist abgeschlossen.

b) Da M C L(M) C L(M), gilt L(M)L C L(M)* ¢ M*. Sei nun 2 € M+.
Dann ist (z,z) = 0 fiir alle z € M. Wegen der (Anti-)Linearitét des Skalarprodukts
gilt dies aber auch noch fiir alle z € L(M) und wegen der Stetigkeit sogar fiir alle

z€ L(M). Also ist = € (M)L O

Satz 5.3. Sei M ein abgeschlossener Teilraum von H und x € H. Dann gibt es
ein eindeutiges m € M mit minimalem Abstand zu x: Es gibt genau ein m € M,
so dass

x —ml| = inf ||z —vy|.

I I= inf -yl

Beweis. Fiir beliebige x,y € H gilt die Parallelogrammgleichung
(5.2) 2+ ylI* + [l — yl* = 2[|z[* + 2[|y]*.
Aufgabe 5.2. Beweise (5.2).

Setze d = infyenr ||z — y|| und bestimme y,, € M mit ||z — y,|| — d. Aus (5.2)
folgt, dass

Ym = ynll® = lym — 2 — (g — 2)|®

=2|lym — [ + 2 [|yn — z|1> = |ym + yn — 22|
1
=2/|ym — z|* + 2|lyn — z|I* — 4 H§(ym + ) — 2

Die ersten zwei Terme im letzten Ausdruck konvergieren jeweils gegen 2d%. Da
2 (Ym +Yn) € M, ist || (Ym +yn) — x| > d. Zu beliebig vorgegebenem € > 0 konnen
wir daher ein ng € N finden, so dass

9m — ynl|* < 2d* + € + 2d? + € — 4d° = 2,

falls m,n > no. Also ist y,, eine Cauchyfolge, und y := lim,, o, y,, existiert. Es ist
y€ M =M und ||z — y|| = d, d.h., y ist die gesuchte beste Approximation.
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Wenn 3’ ein zweiter Vektor mit diesen Eigenschaften ist, so zeigt das Argument
von oben, dass

1
ly = o'I* = 4d® = 4|5 (v + ) — 2> < 4d® — 4d® =0,
alsoy =y'. 0

Satz 5.4 (Projektionssatz). Sei M ein abgeschlossener Teilraum von H. Jedes
x € H hat genau eine Darstellung der Form x =y + 2z mity € M und z € M~*.

Beweis. Bestimme nach Satz 5.3 ein y € M mit

—yll =d := mi _
Iz =yl min [|z —m||

und setze z = x — y. Wir zeigen jetzt, dass z € M=*. Sei w € M, w # 0. Fiir
beliebiges a € C ist dann

d* < Jlz = (y + ow)|* = ||z — aw[* = [|2]* + [a]* [[w]|* — 2 Re afz, w).
Wir setzen a = T‘TUHZQ und benutzen, dass ||z|| = d. Wir erhalten die Ungleichung

|(w, 2)|? <0, also (w, z) = 0. Da w € M beliebig war, ist z € M*, wie gewiinscht.
Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass x = y + 2z = 3’ + 2’ mit
v,y € M, z,2' € M+. Dann ist aber

y—y =2 —ze MnM*+={0},
alsoy =4 und z = 2’ O

Satz 5.4 gibt uns die Moglichkeit, den Hilbertraum durch , Projezieren* in klei-
nere Bestandteile zu zerlegen und umgekehrt den ganzen Raum wieder aus die-
sen Bestandteilen aufzubauen. Dieses wichtige Instrument fehlt in allgemeinen Ba-
nachrdumen.

Fiir einen abgeschlossenen Teilraum M von H fithren wir die (orthogonale) Pro-
jektion Ppy auf M ein durch Pyx = y, wobei y € M wie im Projektionssatz
bestimmt wird. Wir ziehen einige wichtige Folgerungen aus dem Projektionssatz:

Korollar 5.4. a) Py € B(H), Pi; = Py und falls M # {0}, so ist | Py|| = 1.
b) Fiir beliebige Teilmengen A C H gilt A+ = L(A).

In a) schreiben wir kurz B(H, H) = B(H).
Beweis. a) Die Linearitit von Py ist leicht zu sehen. Wenn z = y + 2z wie in Satz
5.4, 50 ist y = y + 0 eine Zerlegung von y in Vektoren y € M, 0 € M. Daher ist
P2, = Py SchlieBlich ist

2l* = lly + 201> = (y + 2,y + 2) = lly|* + |2,
also ||Pyx|| = |lyll < ||z||. Das sagt, dass Py € B(H) und ||Py|| < 1. Fir @ € M
ist jedoch Ppz = z, also || Py > 1, falls M # {0}.
1
b) Nach Satz 5.2b) ist A++ = L(A)J_ D L(A). Ist z € A+ so kénnen wir

gemif Projektionssatz zerlegen in o = y+ 2z mit y € L(A), z € L(A)” = A+. Dann
ist aber auch y € A++ und folglich

z=x—yec At n At ={0}.
Also ist © =y € L(A). O
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Wir haben in Kapitel 4 gesehen, dass die Hilbertrdume ¢5, Lo ihre eigenen
Dualrdume sind. Das gilt allgemein:

Satz 5.5 (Rieszscher Darstellungssatz). Jedes F' € H* hat die Form F(z) = (y,x)
mit einem y =y € H. Es gilt |F|| = ||yr||-

Umgekehrt ist klar, dass jedes y € H ein F' = F, € H* erzeugt durch F,(z) =
(y,x). Also ist H = H*. Etwas Vorsicht ist hier geboten, denn die Abbildung
y — F, ist antilinear (es ist F, = @F)). Das fithrt in den Anwendungen von Satz
5.5 aber nicht zu Schwierigkeiten.

Beweis. Die Behauptung ist klar fir 7 = 0 (withle y = 0). Da F stetig ist, ist
N(F) ein abgeschlossener Teilraum von H. Wenn F # 0, so ist N(F)® nach dem
Projektionssatz also nicht der Nullraum, und wir kénnen ein z € N(F)*, z # 0
wéhlen. Fiir jedes x € H ist dann F(z)x — F(z)z € N(F), also

(2, F(2)z = F(x)2) = F(2)(z,2) — F(2)||2]* =0
oder

Fe) o ay = ty,a)

Pl =1

mit y = ﬁ;ﬁg 2.

Esist [{(y,2)| < ||yl |z|l, also || F|| < ||y||. Andererseits ist F(y) = ||y||* und somit
IE1 = llyll. 0

Wie bei Banachrdumen konnen wir auch die direkte Summe von Hilbertraumen
wieder mit einer Hilbertraumstruktur ausstatten. Seien also Hi,..., H, Hilber-
traume. Wir betrachten

n
@Hz = {(1‘1,...,$n) X € Hz}
i=1
und definieren auf diesem Raum ein Skalarprodukt durch (z,y) = >0 (i, yi):. Es
ist leicht zu zeigen, dass dies tatséchlich ein Skalarprodukt ist und @ H; vollsténdig
ist. Die urspriinglichen Rdume H; konnen mit abgeschlossenen Teilrdumen von
@ H; identifiziert werden und sind dann sogar paarweise orthogonale Teilriume
von @ H;. Wir weisen noch darauf hin, dass sich die Norm auf @ H; (||z| =

>, ||x1||$)1/ %) von der Norm unterscheidet, die man erhilt, wenn man wie in
Kapitel 2 die Banachraum-Summe der H; bildet.

Der Projektionssatz sagt, dass H = M @ M, wenn M ein abgeschlossener
Teilraum des Hilbertraums H ist (genauer: die Abbildung (z,y) — = + y ist eine
Bijektion von M @& M+ auf H und erhilt die Hilbertraumstruktur).

Definition 5.5. Eine Teilmenge {zo : o € I} eines Hilbertraums H heifit Or-
thogonalsystem, wenn (zo,2x5) = 0, falls o # B. {zo} heiffit Orthonormalsystem
(ONS), wenn (x4, x3) = 0as. Ein mazimales ONS heifft Orthonormalbasis (ONB).

Satz 5.6. Jedes ONS kann zu einer ONB erginzt werden. Insbesondere besitzt jeder
Hilbertraum eine ONB.

Beweis-Skizze. Dies wird wie der entsprechende Satz aus der linearen Algebra (jede
linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums kann zu einer Basis ergénzt wer-
den) mit Hilfe des Lemmas von Zorn bewiesen, indem die ONS, die ein gegebenes
ONS enthalten, durch Inklusion geordnet werden. O
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Satz 5.7. Sei {x,} eine ONB. Dann gilt fiir jedes y € H:
Y= Z<xa7y>xa7

acl

lyll* = Z (s )| (Parseval-Gleichung)
acl

Ist umgekehrt (co)acr eine Folge mit ) ; lca|? < 00, so existiert y := > aci Caa-

Hierbei definieren wir Reihen der Form ) ; z, wie folgt: Die Reihe existiert und
hat den Wert y € H, wenn z, # 0 fiir hochstens abzdhlbar viele o € I, und y =
limpy oo 22;1 Za, fir jede Indizierung dieser o’s. Eine entsprechende Definition
verwenden wir fiir Reihen iiber komplexe Zahlen mit beliebiger Indexmenge. Hier
kénnen wir auch (dquivalent, aber eleganter) > ., ca = [; ¢o dpu(a) setzen, wobei
w das Zahlmaf} auf I ist.

Etwas abstrakter formuliert sagt Satz 5.7, dass H = {5(I), wobei

lo(I) = {(ca)aer : Z |Ca\2 < oo} = Lao(I, p).
ael
Ein y € H wird hierbei abgebildet auf ((zq,y))

acl

a€cl”
Satz 5.8. Sei {zy} ein ONS. Dann gilt fiir jedesy € H:

Prampv= > (Ta,y)Ta,
ael
lyll? > Z (za, )| (Besselsche Ungleichung)
a€el

Beweis von Satz 5.7 und 5.8. Wir beweisen zunéchst die Besselsche Ungleichung
fiir endliche ONS {x1,...,xx}. Wir schreiben y € H als

N N

b= Yo+ (5 Yolonien)
n=1 n=1

Eine Rechnung zeigt, dass die beiden Terme auf der rechten Seite orthogonal sind,

also

2 2

N N
||y||2 Z xnvy Yy— Z<xnay>xn
n=1 n=1
N N 2N
Z xnay y_z<xn7y Z :L'na
n=1 n=1 n=1

Die Bessel-Ungleichung fiir endliche ONS impliziert nun, dass {« € I : [{zq,y)| >
1/n} fiir jedes n € N endlich ist. Also ist {« € I : (z4,y) # 0} abzdhlbar. Sei
{a1, ag, ...} eine Indizierung dieser Menge. Dann existiert limy_, 25:1 (za., y)|?
und ist wegen der absoluten Konvergenz unabhéngig von der Indizierung der «,’s.
Wir erhalten die Besselsche Ungleichung fiir beliebige ONS.

Setze jetzt yn, = Y i (Ta;, Y)Ta,. Fiir m > n ist dann

m
§ xany Loy,

2 m

= Z |<$Oéi’y>‘2'

1=n—+1

1Yym — ynH2 =
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Dies ist ein Teilstiick einer konvergenten Reihe. Daher ist y,, eine Cauchyfolge. Setze
y =limy, = > o1 (Ta;, Y)Ta,. Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts ist dann
fiir alle j € N

[eS)
<$O‘j’y_y> majvy Zwa”y 7,]—0
=1

und falls o € T'\ {a;}, so ist ebenfalls
(Tary — y/> = _<xmyl> = Z<"Eaia Y)(Ta)Ta,) = 0.
i=1
_ [

Insgesamt ist also y — y' € {zo}T = L({zs}) . Da auBerdem y' € L({z,}), gilt
y = Przyy v- Wenn nun {2} wie in Satz 5.7 eine ONB ist, so muss L({z,}) = H
sein, denn sonst kénnten wir nach dem Projektionssatz ein gréfleres ONS finden.
Die Parseval-Gleichung folgt nun mit der Stetigkeit der Norm:

o0
lyl* = Z@may Ta; Z| Tay,Y)l
i=1
In dhnlicher Weise zeigt man, dass y = Y ¢z, existiert, falls ¢, € £5. O

Beispiel 5.1. Sei e, der n-te Einheitsvektor, also e, (m) = ;. Dann ist {e, : n €
N} eine ONB von /.

Aufgabe 5.3. Beweise diese Aussage.

Beispiel 5.2. {e™* : n € Z} ist eine ONB von Lo((—m, ), 42). Tatsichlich zeigt
eine einfache Rechnung, dass {e"®} ein ONS ist. Zum Bewels der Maximalitét
benutzt man zwei Tatsachen aus der Analysis: Die stetigen Funktionen liegen dicht
in Lo und stetige Funktionen kénnen gleichméfig durch trigonometrische Polynome
approximiert werden.

Beispiel 5.3. Die Rademacher-Funktionen Ro(z) = 1,

e = |1 ze P, Uk, (2K + 1)277)
" —1 somnst

(Skizze!) bilden ein ONS, aber keine ONB in L2(0, 1).
Aufgabe 5.4. Beweise diese Aussage.



