2. NORMIERTE RAUME UND BANACHRAUME

Ein normierter Raum ist ein Vektorraum, auf dem wir Lingen messen koénnen.
Genauer definieren wir:

Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum iber C. Eine Abbildung || - | : X — [0,00)
heifst Norm auf X, wenn fir alle z,y € X, a € C

)|z =0 <= z=0;

2) |lax|| = | [ll;

3) lz+yll < llzll + llyll.

Eigenschaft 3) heifit wieder Dreiecksungleichung; sie hat diesselbe Interpretation
wie bei metrischen Rdumen. Wir héitten in Definition 2.1 auch reelle Vektorrdume
zulassen konnen, aber die Spezialisierung auf komplexe Vektorrdume ist sinnvoll,
da diese Rdume mit Abstand die wichtigsten in der Funktionalanalysis sind.

Ein normierter Raum kann durch die Definition d(z,y) = ||z — y|| mit einer
Metrik ausgestattet werden. Wir iiberpriifen die Eigenschaften aus Definition 1.1:
Ddz,y) =0 <= |z—y[[=0 <= z-y=0 <= z=y;

2) d(y,x) = ||y — || = (1)@ =)l = | =1 |z = yll = |z — yl| = d(z, y);
3) d(z,y) =z —yll =z —z+z -yl < llz — 2| + |z —yl = d(z,2) + d(,y).

Somit konnen wir die Begriffe und Ergebnisse aus Kapitel 1 auch auf normierte
R&ume anwenden. Insbesondere erhalten wir eine Topologie auf einem normierten
Raum. Wir wiederholen nochmal einige Begriffe und schreiben sie mit Hilfe der
Norm neu auf: Eine Folge z,, € X heifit konvergent gegen « € X, wenn ||z, —z| — 0.
Eine Folge z,, heiit Cauchyfolge, wenn |z, — z,|| — 0 fir m,n — co. Eine Menge
U C X ist offen in der von der Norm (iiber die Metrik) erzeugten Topologie, wenn
es zu jedem x € U eine Kugel K. (z) gibt, die in U enthalten ist. Hierbei ist

Ke(x) ={ye X :|y—z| <e}.
Definition 2.2. Fin Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.

Beispiel 2.1. Die einfachsten Vektorrdume sind die endlich-dimensionalen Rdume.
Wir kénnen gleich X = C™ nehmen, da jeder n-dimensionale komplexe Vektorraum
isomorph zu diesem Raum ist. Mit jeder der Normen

n 1/p
%], = (Z |in”> (p=1),

i=1

[2]loe = max |zl
i=1,...,n

wird X zu einem Banachraum. Das wollen wir an dieser Stelle nicht beweisen; wir
fihren den Beweis etwas spéter gleich fiir die unendlich-dimensionalen Versionen
dieser Rdume.

Beispiel 2.2. Sei K ein kompakter Hausdorfl-Raum. (Z.B. kénnte also K = [a,b] C
R mit der iiblichen Topologie sein; die zusétzliche Allgemeinheit wird spéiter noch
sehr niitzlich werden.) Definiere

C(K)={f:K — C: f stetig},
I£]l = max | f ()]
Dann ist C(K) mit dieser Norm ein Banachraum. Diese Aussage werden wir gleich

beweisen; zunéichst noch zwei Bemerkungen zur Definition: In der Definition von
6
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C(K) statten wir C mit der iiblichen Topologie aus. Dann ist f eine Abbildung
zwischen topologischen Raumen, und der Begriff der Stetigkeit ist definiert. Da K
kompakt, ist f(K) fiir f € C(K) ebenfalls kompakt, und das Maximum aus der
Definition von || f|| existiert.

Wir beweisen jetzt, dass (C'(K), ||-]|) ein Banachraum ist. Die Vektorraumopera-
tionen auf C'(K) sind hierbei natiirlich punktweise definiert, also z.B. (f + g)(z) :=
f(z) + g(z). Es ist dann klar, dass C(K) ein komplexer Vektorraum ist, da sich
die Rechengesetze aus C iibertragen. Auflerdem ist leicht zu sehen, dass || - || eine
Norm auf C(K) ist. Zum Beweis der Vollsténdigkeit geben wir uns eine Cauchyfolge
fn € C(K) vor. Fiir jedes feste x € K ist dann

|fm(@) = fu(@)] < [ fo = full = 0 (m,n — o0),

also ist (fn(z))nen eine Cauchyfolge komplexer Zahlen. Somit existiert f(z) :=
lim;, 0o frn(x). Mit einem ,e/3-Argument” sehen wir, dass f eine stetige Funktion
ist: Seien xy € K, € > 0 vorgegeben. Bestimme dann ein ng € N, so dass || fi,— fnl] <
€/3 fiir alle m, n > ng. Mit anderen Worten, fiir alle z € K ist | f,,(z) — fr(z)] < €/3,
falls m,n > ng. Mit m = ng und n — oo folgt also, dass |fy, (z) — f(z)| < €/3 fiir
alle z € K. Da f,,, stetig ist, konnen wir eine Umgebung U von z, finden, so dass
| fro (%) = fro (z0)] < €/3 fiir alle z € U. Fiir diese z gilt dann

[f(@) = f(@o)| < [f(@) = fao (@) + [fno (@) = frg ()| + | frg (0) — f(20)]
€ € €
< g + 5 + g =€,
also ist f stetig bei zg. Da g € K beliebig war, ist f € C(K).
Wie oben sehen wir aus der Cauchybedingung
|fm(‘r) - fn(x)l <€ (3j € K,m,n > no)

durch Grenziibergang m — oo, dass |f(z) — fn(z)| < € fir alle z € K und alle
n > ng, also || f — full <€ falls n > ng. Somit gilt f,, — f in C(K); die Cauchyfolge
fn hat den Limes f.

Beispiel 2.3. Hier betrachten wir Folgenrdume, also Banachrdume, deren Elemente
komplexwertige Folgen sind. Die Normen definieren wir wie in Beispiel 2.1. Als
Réume wihlen wir jeweils den maximalen Raum, auf dem wir die entsprechende
Norm definieren kénnen. Setze also, fiir p > 1,

EP = {(xn)neN : Z |In|p < OO} ,

n=1

oo 1/p
%], = <Z mn|1[’> :
n=1

Auflerdem definieren wir
log = {(l"n)neN s sup |z,| < oo} ,
neN
Hxnoo = sup ‘xn‘-
neN

Wenn wir auf N als Indexmenge aufmerksam machen wollen, schreiben wir £, (N).
Tatséchlich kann man ¢,,(I) analog zur obigen Definition fiir beliebige Indexmengen
I definieren. Die Rdume (C”, ||-||,) erhdlt man dann als Spezialfall £,({1,2,...,n}).
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Fiir jedes p € [1, o0] ist £, ein Banachraum. Fiir p = oo (und auch fiir p = 1) l4sst
sich dieser Beweis ungefihr so fithren wie der entsprechende Beweis aus Beispiel
2.2. Fir 1 < p < oo ist die Dreiecksungleichung nicht klar. Wir iiberlegen uns
zunéchst vorbereitend, dass ¢, iiberhaupt ein Vektorraum ist. Genauer iiberlegen
wir uns, dass ¢ +y € £, falls z,y € £,; die Rechengesetze sind natiirlich klar, da
Addition und Multiplikation mit Skalaren elementweise definiert werden und somit
in C gerechnet wird. Es ist |z, + yn|P < [22,|P + [2yn|? (ist 2.B. |z,| > |yal, so
schitzt bereits der erste Term auf der rechten Seite die linke Seite ab), also

Z |Zn + ynl? < Z |22, [P + Z 12y [P < o0,

falls =,y € £,. Daher ist auch x 4+ y € £,,.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung brauchen wir die folgende Ungleichung,
die auch von unabhéngigem Interesse ist. Tatséchlich handelt es sich um eine der
wichtigsten Ungleichungen der Mathematik.

Satz 2.1 (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo mit %—i— % =1 (wobei 1/00 :=
0), und x € £y, y € {y. Dann ist xy = (Tnyn)nen € £1 und |lzylr < ||z|lpllyllq-

Der Spezialfall p = g = 2 heiffit Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Eine allgemeinere
Version dieser Ungleichung werden wir spéter (in Kapitel 5) kennenlernen.

Beweis. Die Behauptung ist leicht direkt zu sehen, falls p = 1 oder p = oco. Wir
nehmen daher an, dass 1 < p,q < oo.

Die Logarithmus-Funktion ist konkav, d.h., der Funktionsgraph liegt iiber der
Verbindungsstrecke zweier Punkte des Graphen. (Dies folgt z.B. aus der Tatsache,
dass (Inx)” = —1/2% < 0.) Fiir beliebige a,b > 0 und 0 < a < 1 gilt daher

alna+ (1 —a)lnb <lIn(aa+ (1 — a)b).
Wir wenden die Exponentialfunktion an und erhalten a“b'~* < aa + (1 — a)b.
Schliefllich substituieren a = ¢, b = d?, o = 1/p (also 1 — « = 1/q), wobei wir
¢,d > 0 noch allgemein lassen. Wir erhalten
q

c? d
2.1 cd< —+ — (¢,d>D0).
(2.1) > T2 ( )

Seien nun = € ¢, y € ¢, gegeben. Wir nehmen auflerdem noch an, dass z,y # 0,
da sonst die Behauptung des Satzes trivial ist. Dann koénnen wir ¢ = |z,|/|z,,
d = |yn|/llyllq setzen, jedenfalls, wenn x,,y, # 0. Ungleichung (2.1) liefert

|ZnYnl |zn |? |yn|?
lzlpllylly — pllzll  allylg
Diese Abschétzung gilt trivialerweise auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall

z, = 0 oder y,, = 0, also insgesamt fiir alle n. Summation iiber n zeigt zunéchst,
dass xy € /1 und liefert dann die Ungleichung

oyl _ lally | Il _
lzllpllylle = pllzlly  allyllg
wie behauptet. (Il

L,

Satz 2.2 (Minkowski-Ungleichung = Dreiecksungleichung fiir £,). Sei 1 < p < oo,
2,y € by. Dann ist x +y € by und [lz +yll, < |[zllp + [[yllp-
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Beweis. Wir konzentrieren uns wieder auf den Fall 1 < p < oco. Fiir p = 1 oder
p = oo ist die Behauptung leicht direkt zu zeigen. Wir wissen bereits, dass x+y € £,
(die folgende Abschitzung wird es nochmal zeigen). Mit der Holder-Ungleichung
(Satz 2.1) mit dem gegebenen p und ¢ = p/(p — 1) folgt

||1 pr |17’L yn‘ "I:TL y7l| ‘xn y7l| !

< (lllp + lyllp) =+ yll~"

Division durch Hx—l—y”ﬁfl ergibt jetzt die Behauptung, falls x+y # 0. Falls x+y = 0,
so gilt die Dreiecksungleichung trivialerweise. 0

Die Vollstiandigkeit von ¢, beweist man dhnlich wie fiir /o, bzw. C'(K). Diesen
Beweis fithren wir hier nicht durch.
Wir definieren noch zwei weitere Folgenrédume:

c={r €l : lim z, existiert},
n—oo
co={x €c: lim x, =0}.
n—oo
Als Norm nehmen wir ||z|| = ||#]lc = sup|zn| (z € ¢ bzw. z € ¢p). Die Diskussi-
on wird hier sehr erleichtert durch die Tatsache, dass diese Raume Teilrdume des

bereits diskutierten Banachraums £, sind (und wir diesselbe Norm wie auf £
verwenden!). Allgemein gilt:

Satz 2.3. Sei (X, | -||) ein Banachraum und sei Y C X. Dann ist (Y, | - ||) genau
dann ein Banachraum, wenn Y ein abgeschlossener Teilraum von X ist.

Aufgabe 2.1. Beweise diesen Satz.
Aufgabe 2.2. Zeige mit Hilfe von Satz 2.3, dass ¢ und ¢y Banachridume sind.

Beispiel 2.4. Sei Q ein Mafiraum und 4 ein (positives) Mafl auf Q. In Analogie zu
den ¢,-Réumen aus Beispiel 2.3 definieren wir

L,=Ly(Qp) = {f :Q — C: f messbar, /Q|f(w)|pd,u(a?) < oo},

i1 =( [, If(x)pdu(x)>1/p;

Loo =Loo(yn) ={f: Q2 — C: f messbar, wesentlich beschrénkt} ,

| flloo = ess sup | f(x)].

L, héngt auch von der o-Algebra auf {2 ab, obwohl dies in der Notation nicht
zum Ausdruck kommt. Eine Funktion heifit wesentlich beschrinkt, wenn sie durch
Abéandern auf einer Nullmenge beschrankt gemacht werden kann. Die kleinste so
mogliche obere Schranke ist das wesentliche Supremum von |f| (ess sup |f]), also
ess sup |f(x)| =  inf sup |f(z
5@l =t s 1562

=inf{M >0: u({z € Q:|f(z)| > M}) = 0}.
Aufgabe 2.3. a) Beweise, dass beide Formeln dasselbe Ergebnis liefern.

b) Zeige, dass das wesentliche Supremum selbst eine wesentliche obere Schranke ist,
d.h., es gibt eine Nullmenge N C €, so dass |f(x)| < ess sup |f] fiir alle ¢ N.
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Es ist klar, dass die oben angegebenen Normen im Allgemeinen keine Normen
auf £, sind, denn es ist || f|| = 0 genau dann, wenn f(z) = 0 f.ii. Das wird wie tiblich
dadurch behoben, dass Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden,
identifiziert werden. Wir fithren also eine Aquivalenzrelation ~ ein durch

fr~g = f(z)=g(z)pti.

Mit Hilfe von ~ bilden wir Aquivalenzklassen von Funktionen (f) = {g: g ~ f}
und definieren L,-Réume als Rdume von Aquivalenzklassen von Funktionen:

Lp(Q,p) ={(f): feLy} (1<p<oo)

Die Norm auf L,, wird wie oben definiert als ||(f)|l, = ([ |f[? d,u)l/p bzw. ||(f)]lecc =
ess sup | f|. Diese Definition ist sinnvoll, da die rechten Seiten nicht von der Wahl
des Représentanten f € (f) abhéngen.

Tatséchlich ist es nicht tiblich, in Sprechweise und Notation auf dieser Unterschei-
dung zwischen Aquivalenzklassen von Funktionen und Funktionen zu bestehen. Wir
bezeichnen daher die Elemente von L, doch wieder direkt als Funktionen (statt kor-
rekter, aber zu umsténdlich von Aquivalenzklassen von Funktionen zu reden) und
wir unterscheiden nicht zwischen Elementen von L, und ihren Reprasentanten.

Die Réume L, sind Banachrdume fiir 1 < p < oco. Wir beweisen hier nur die
Vollsténdigkeit von L;. Ein @hnliches Argument zeigt die Vollstandigkeit von L,
fiir 1 < p < oo; die Vollsténdigkeit von L, ist leicht zu beweisen. Wie in Beispiel 2.3
ist auch die Dreiecksungleichung fiir p # 1, 0o nicht offensichtlich. Sie folgt wieder
aus der Abschitzung ||fgll1 < ||fllpllgllq, falls f € L, g € Ly und 1/p+1/q = 1.
Der Beweis ist derselbe wie fiir Satz 2.1, und die Ungleichung wird wieder als
Holder-Ungleichung bezeichnet. Die Dreiecksungleichung heifit wieder Minkowski-
Ungleichung.

Wie angekiindigt zeigen wir jetzt, dass L vollsténdig ist. Sei also f,, € Ly eine
Cauchyfolge. Wir kénnen eine Teilfolge f,,, bestimmen, so dass || fn,,, —fa.[l1 < 27F
fir alle k € N (wie?). Setze

Si(@) =D | furia (@) = Fur (2)] -
k=1

Die Funktionenfolge S; erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi: S}
ist messbar, S; > 0 und S; < S;41. Da auflerdem

J

/ Sj(a) du(z) =Y / | Frnes (@) = ()] dpa) <Y 27F <1,
k=1

k=1

zeigt der Satz von Beppo Levi, dass die Funktion S(z) := lim;_. S;(z) in L liegt.
Zu Ubungszwecken leiten wir diese Aussage nochmals mit Hilfe des Lemmas von
Fatou her. Da S; > 0, ist es auf die Funktionenfolge S; anwendbar, und wir erhalten

[ 8@ dute) = [ lim ;@) dute) = [ timint S (z) du(z)

J—

J—0

< liminf/Sj(x) du(x) <1,

also S € L1, wie wir bereits wissen.
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Insbesondere ist also S(x) < oo f.ii. Somit existiert auch die Reihe

f(x) = fo,(x) + Z (f7lk+1(x) = S (1'))
k=1

fiir f.a. . Es handelt sich hierbei um eine Teleskopsumme:

7j—1

Fun @)+ (frpir (@) = frp (7)) = fo, (@)

k=1

Also konvergiert f, (z) — f(z) fir fa. z. Auerdem ist
[y (@) = F@)] €S e (@) = fun (@)] < (@) € Ly,
k=3

Wir sehen, dass f € Lp, und wir konnen den Satz von Lebesgue auf die Funktio-
nenfolge |f,,, — f| anwenden und erhalten

j—oo

i [ |fa, (@) ~ 7()] du(z) = 0.

Mit anderen Worten: || f,,, — f|li — 0. Da f,, eine Cauchyfolge ist, folgt auch, dass
fn — fin Ly (vergleiche Aufgabe 2.4).

Aufgabe 2.4. Sei x,, eine Cauchyfolge in einem metrischen Raum X. Zeige: Wenn
es eine Teilfolge x,,, gibt, so dass limy_,o p, = z, so gilt auch lim,_, z, = z.

Der Beweis hat eine wichtige zusétzliche Eigenschaft von konvergenten Folgen in
L,-Raumen gezeigt, die wir uns gesondert aufschreiben:

Korollar 2.3. Es gelte f,, — f in L, (1 < p < 00). Dann gibt es eine Teilfolge
frys s0 dass fu, (x) — f(x) f.d.

Fiir p = oo ist die Aussage auch richtig und leicht direkt zu sehen; in diesem Fall
ist es nicht notig, zu einer Teilfolge iiberzugehen.

Die ¢,-Réume aus Beispiel 2.3 sind spezielle L,-Réume: Es gilt ¢, = L,(N, p),
wobei p das Zahlmafl auf N ist, also u({n}) =1 fiir alle n € N. Diese Beobachtung
werden wir allerdings nicht weiter benutzen.

Wir betrachten nun lineare Abbildungen zwischen zwei normierten Rdumen X,
Y. Dabei heifit A : X — Y linear, wenn A(z1 +z2) = Az + Azo und A(ax) = aAx
fiir alle ;,x € X, @ € C. Abbildungen werden in der Funktionalanalysis auch gern
als Operatoren bezeichnet. Fiir den Kern (oder Nullraum) bzw. das Bild von A
schreiben wir

N(A) ={z e X : Az = 0},
R(A) ={Az :z € X}.

Satz 2.4. Sei A : X — Y eine lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) A ist stetig;

2) A ist stetig bei x = 0;

3) A ist beschrinkt, d.h., es gibt ein C' > 0, so dass ||Az|| < C|z|| fir alle z € X.
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Beweis. 1) = 2): klar
2) = 3): Angenommen, A ist nicht beschrinkt. Dann gibt es zu jedem n € N

ein z, € X, so dass ||Az,| > n|zy|. Setze y, = sy - Dann gilt g, — 0, aber

Ay, || > 1, also Ay, # 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass A doch beschrinkt sein
muss.
3) = 1): Wenn z,, — x, so gilt

[Az, — Az|| = [|[A(zn — 2)|| < Cllen — 2] — 0,
also konvergiert Ax, gegen Ax. O

Wir schreiben B(X,Y) fiir die Menge der linearen, stetigen (oder beschrinkten)
Abbildungen von X nach Y:

B(X,Y)={A: X — Y stetig, linear}

Auf B(X,Y) fithren wir eine Norm ein durch
L l4g
= p .

20 |||
Die Normeigenschaften beweisen wir gleich. Diese spezielle Norm heif3t Abbildungs-
oder Operatornorm. Weitere Moglichkeiten, || A|| auszurechnen, sind gegeben durch

|A] = inf{C > 0: ||Az| < C|jz|| Vz € X}
=min{C > 0: ||Az|| < C||z| Vz € X}

= sup ||Az|.
flzll=1

1Al

Aufgabe 2.5. Beweise diese Aussagen.

Satz 2.5. a) B(X,Y) mit der Operatornorm ist ein normierter Raum.
b) Ist Y ein Banachraum, so ist auch B(X,Y) ein Banachraum.

Fiir den wichtigen Spezialfall Y = C (mit der Betragsnorm) verwenden wir eigene
Bezeichnungen und Notationen. Wir schreiben B(X,C) = X*; die Abbildungen aus
X* heiflen (lineare, stetige) Funktionale, und X* heifit der (topologische) Dualraum
von X. Satz 2.5 zeigt, dass X* ein Banachraum ist.

Beweis. a) Es ist leicht zu zeigen, dass B(X,Y") ein Vektorraum ist. Es gilt ||A|| =0
genau dann, wenn Ax = 0 fiir alle x € X, also genau dann, wenn A die Nullabbil-
dung ist. Aulerdem gilt

leAll = sup [eAz| = laf sup [[Az] = |af[[A]l,
llzll=1 llzll=1

|||=

A+ B| = sup [[(A+ B)z|| < sup (]|Az| +[[Bzl])

lell=1 lell=1
< sup || Az[|+ sup [Bz|| = [[A]l+ | B].
lell=1 lzl|=1

b) Sei A,, eine Cauchyfolge in B(X,Y"). Fiir jedes feste x € X ist dann
[Ama = Apzl| = [[(Am = An)z[| < [[Am = An|[[|z]] = 0 (m,n — o0),

also ist A,z eine Cauchyfolge in Y. Da Y vollstéindig ist, existiert Az := lim,, . A, 2.
Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung A (also die Abbildung = — lim A, z) linear
ist:

Az +y) =limA,(z +y) =lim(A,z + A,y) =lim A,z + lim A,y = Az + Ay
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Analog zeigt man, dass A(ax) = aAx.

A ist auch beschrénkt, denn || A, | ist eine konvergente Folge in R (da ||| Ap| —
[Anll] < [|[Am — Anl), also beschréinkt, und somit gilt wegen der Stetigkeit der
Norm

| Az]) = tim | A < (sup||An|) Jall

Wir wissen jetzt also, dass A € B(X,Y"). Als letzten Schritt zeigen wir, dass 4,, — A
in B(X,Y). Fiir beliebiges € X mit ||z|| = 1 gilt (wieder wegen der Stetigkeit der
Norm)
(A= A,)z||= lim ||(An — Ap)z|| < limsup || Ay, — Ax|.
m— oo m—oo

Es folgt, dass ||[A — A, || < limsup,, . ||[4m — 4| Da A, eine Cauchyfolge ist,
konvergiert dieser letzte Ausdruck gegen Null fiir n — oco. ([

Unstetige lineare Abbildungen gibt es tatséichlich, vorausgesetzt, X ist unendlich-
dimensional. In diesem Fall kénnen wir sogar Y = C wihlen. Um solche Abbildun-
gen anzugeben, verwenden wir eine (algebraische) Basis {e, : @ € I'} von X. Die e,
sind also linear unabhéngig, und jedes x € X hat eine (eindeutige) Darstellung der
Form z = )" | ¢;eq, mit ¢; € C. Wir benutzen jetzt, dass es zu beliebigen auf einer
Basis vorgeschriebenen Werten genau eine lineare Abbildung gibt, die diese Werte
annimmt. Es gibt also eine lineare Abbildung A : X — C, so dass Ae, = cqlleal;
hierbei kénnen die ¢, € C beliebig vorgeschrieben werden. Es gentigt jetzt, c,’s mit
SUP,¢; |ca| = 00 zu wihlen. Das entsprechende A ist offensichtlich nicht beschrénkt.

Definition 2.4. Zwei Normen auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent, wenn
sie die gleiche Topologie erzeugen.

Satz 2.6. Zwei Normen ||||1, ||-||2 sind genau dann dquivalent, wenn es Konstanten
C1,C5 > 0 gibt, so dass
Cillzfly < llzfl2 < Collzfy Vo e X.

Beweis. Wegen Satz 2.4 sagt die Bedingung, dass die Identitéit als Abbildung von
(X, |l - |]1) nach (X, || - ||2) und als Abbildung von (X, || -||2) nach (X, || - ||1) stetig
ist. Mit anderen Worten, die Bedingung mit den Konstanten gilt genau dann, wenn
die Identitét ein Hom6éomorphismus von (X, || - [|1) auf (X, || - ||2) ist, und dies gilt
genau dann, wenn die Topologien iibereinstimmen. 0

Satz 2.6 zeigt auch, dass die Rdume (X, || - ||1) und (X, || - ||2) entweder beide
nicht vollstdndig oder beide vollstédndig sind, wenn die Normen dquivalent sind.

Aufgabe 2.6. Beweise diese Bemerkung.
Satz 2.7. Auf einem endlich-dimensionalen Raum sind alle Normen dquivalent.

Insbesondere sind endlich-dimensionale normierte Rdume nach der Bemerkung
oben also immer Banachrdume.

Beweis. Wir kénnen X = C" als zugrunde liegenden Raum nehmen. Es geniigt zu
zeigen, dass eine beliebige Norm || - || &quivalent zu || - ||; ist. Wir benutzen Satz 2.6.
Es ist klar, dass

n n
@2 el = | S| < Skl < (max llesl) el
=1 =1
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Hierbei verwenden wir die iiblichen Einheitsvektoren e; = (1,0,...,0) usw. Wir
betrachten jetzt die Identitdt = — =z als Abbildung von (C™, || - ||1) nach (C™, | - ||).
Wegen (2.2) ist diese Abbildung stetig. Da die Norm ebenfalls eine stetige Abbildung

ist, ist auch die zusammengesetzte Abbildung x +— ||z|| von (C™, ||-||;) nach R stetig.
Da {z : ||z|s = 1} eine kompakte Teilmenge von C™ (in der von || - ||; erzeugten
Topologie) ist, gilt
inf ||| = min |[jz| =:€>0.
lzlli=1 llzll:=1

Es folgt, dass ||z|| > €||z|1 fiir alle z € C™, und dies ist die andere Ungleichung aus
der Bedingung aus Satz 2.6 (]

Satz 2.8. Sei A: X — Y eine lineare Abbildung zwischen mormierten Rdumen,
und sei dim X < oco. Dann ist A stetig.

Beweis. Wir konnen wieder X = C" setzen. Wegen Satz 2.7 konnen wir X = C"

mit der Norm || - ||; ausstatten. Dann folgt wie in (2.2), dass
n
el < Y- Loyl 14es] < (max 4e;1) ol
=

O

Zum Schluss dieses Kapitels iiberlegen wir uns, wie wir auf direkten Summen und
Quotienten von Banachriumen eine Norm definieren kénnen. Seien also X1,..., X,
Banachrdume. Sei X die direkte Summe der Vektorrdume X;. Also

X = {(xh...,xn) NS .ij}7
und die Vektorraumoperationen werden komponentenweise erklart.

Satz 2.9. ||z|| = Z?:l llz;]l; ist eine Norm auf X, und (X,|| -||) ist ein Banach-
raum.

Beweis. Es ist klar, dass X ein Vektorraum ist. Es ist auch leicht zu sehen, dass

| - || eine Norm auf X definiert. Wenn 2™ eine Cauchyfolge in X ist, so folgt

aus der Definition der Norm, dass 2™ eine Cauchyfolge in X ist fiir jedes feste

J
j =1,...,n. Also existiert z; := limy, oo xg-m), und es folgt, dass (™ — z

(x1,...,2,) in X.

oo

Fiir den oben konstruierten Banachraum verwenden wir die Notation X =
@?:1 Xj-

Sei nun M C X ein abgeschlossener Teilraum eines Banachraums X. Der Quo-
tient X/M ist definiert als die Menge der Aquivalenzklassen {(x) : € X}, wobei
x Aquivalent zu y ist, wenn © —y € M. Also (z) = x4+ M ={x+m:m € M}.
X/M kann mit einer Vektorraumstruktur versehen werden. Dazu rechnet man mit
Représentanten, also () + (v) := (x + y), a(x) := (ax). Diese Definitionen sind
sinnvoll, da die rechten Seiten unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten sind.
Schliefllich fiihren wir eine Norm auf X/M ein durch

[(@)[| == inf [[y]].
yE(x)

Satz 2.10. (X/M,| -||) ist ein Banachraum.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass |- || eine Norm ist. Es ist ||(z)|| = 0 genau dann,
wenn es m,, € M gibt, so dass ||z — m,|| — 0, also genau dann, wenn z € M = M.
Dies gilt genau dann, wenn () = (0). Sei nun « € C, a # 0. Dann ist

= = 'f — = 'f — = .
la(@)] = (ez)l| = it [laz —m|l= nf [laz—am| = |al||(z)]
Die Dreiecksungleichung folgt aus
= .f — = 'f — —
@)+ @)l = ot a4y —ml= it oty —m —m

< inf (o = mall+ lly = mal)) = @) + ()]

T mi,mo€M

Es bleibt zu zeigen, dass X/M vollstindig ist. Sei (x,,) also eine Cauchyfolge.
Wiihle zunéichst eine Teilfolge (2,,,) mit [|(zy,,,) — (¥n,)]| < 277 und dann (in-
duktiv) Reprisentanten (0BdA die ay, selbst) mit ||z, ,, — n,|| < 277. Dann ist
Ty, eine Cauchyfolge in X, und somit existiert z = lim; . ®,,. Dann konvergiert
aber erst recht (z,,,) — (), und da (z,) eine Cauchyfolge ist, konvergiert auch die
ganze Folge (x,,) — (). O



