FUNKTIONALANALYSIS, KAPITEL 1

CHRISTIAN REMLING

1. METRISCHE RAUME

Ein metrischer Raum ist eine Menge, auf der wir Absténde messen konnen.
Genauer sei X # () eine Menge und d eine Abbildung d : X x X — [0, c0).

Definition 1.1. (X,d) heifit metrischer Raum, wenn fir alle z,y,z € X gilt:
1)d(z,y) =0 <= x=y;

2) d(z,y) = d(y,z);

3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

Eigenschaft 3) heifit Dreiecksungleichung. Anschaulich interpretiert sagt die Drei-
ecksungleichung, dass man nicht abkiirzen kann, indem man einen Umweg nimmt.
d heifit eine Metrik auf X.

Definition 1.1 ist sehr allgemein und ldsst viele verschiedenartige Beispiele zu.
Wir betrachten nun einige derartige Beispiele, werden aber an dieser Stelle nicht
beweisen, dass die angegebenen Abstandsfunktionen wirklich Metriken sind. Teil-
weise ist der Beweis der Dreiecksungleichung nicht ganz einfach; wir kommen spéter
(Kapitel 2) auf diese Beispiele zuriick.

Beispiel 1.1. X = Q, R oder C ist mit der Abstandsfunktion d(x,y) = |x — y| ein
metrischer Raum.

Beispiel 1.2. Fiir jedes p > 1 ist

T 1/p
o= ()

i=1

eine Metrik auf X = R" oder C". Hierbei schreiben wir die Elemente von X als
x=(x1,...,2,) bzw. y = (Y1, ..., Yn). Eine weitere Metrik auf X ist gegeben durch

doo(w,y) = max |z —y,l.

Beispiel 1.3. Auf dem Raum
X =Cla,bl ={f :[a,b] — C: f stetig}

konnen wir analoge Metriken einfiihren:

b 1/17
dp(ﬁg):( / If(x)—g(x)lpdx> ,

dso(f,9) = max [f(x) — g(x)].

z€(a,b]
1



2 CHRISTIAN REMLING

Beispiel 1.4. Auf einer beliebigen (nicht leeren) Menge X ist

wwn={) T2

eine Metrik.

Definition 1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum und x, eine Folge aus X. x
heifit konvergent gegen x € X, wenn d(x,,x) — 0. z,, heifst Cauchyfolge, wenn es
zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so dass d(xy,,x,) < € fir alle m,n > ng.

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig, denn wenn x,, — x, x, —
Y, SO ist
Auflerdem ist eine konvergente Folge eine Cauchfolge: Gilt x, — = und ist € > 0
vorgegeben, so kénnen wir ein ng € N bestimmen, so dass d(z,,z) < €/2 fiir alle
n > ng. Also ist fiir alle m,n > ng

Ad(Tm, Tn) < d(Tm,z) +d(z,2,) < % + % =€

Die Umkehrung gilt in allgemeinen metrischen Rdumen nicht. Ein entsprechendes
Beispiel erhalten wir, wenn wir eine Folge rationaler Zahlen x, € QQ wéihlen, die
(in R) gegen V2 konvergiert. Dann ist z,, eine Cauchyfolge im metrischen Raum
Q mit der Betragsmetrik (wie in Beispiel 1.1), denn z,, ist konvergent in R, also
eine Cauchyfolge in R und somit auch eine Cauchyfolge in Q. x, ist aber nicht
konvergent im metrischen Raum Q, denn wére x,, konvergent in QQ gegen ein q € Q,
so miisste auch in R gelten, dass z,, — ¢. Das ist nicht méglich, da z,, — v/2 in R.

Wir zeichnen nun die metrischen Rdume aus, in denen das Cauchykriterium doch
wie gewohnt gilt:

Definition 1.3. FEin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
konvergiert.

Bei nicht vollstdndigen Rdumen ist die Situation immer wie im oben bespro-
chenen Beispiel. Nicht konvergente Cauchyfolgen kann es nur deshalb geben, weil
der potentielle Grenzwert nicht im betrachteten Raum liegt. Man kann metrische
Riume daher immer durch Hinzunahme dieser Punkte , vervollstdndigen®.

Satz 1.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Setze
K. (z)={ye X :d(y,z) < €},
T={UCX:VYxeU3IJe>0, sodass K(x) CU}.
Dann ist (X,T) ein Hausdorffscher topologischer Raum. Auferdem gilt

d T
T, =T <= T, — .

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass 7 eine Topologie auf X ist. Es ist klar, dass
0,X € T. Wenn Uy, ..., U, € T und z € (), U;, so gibt es fiir jedes i = 1,...,n
ein ¢; > 0, so dass K, (z) C U; (da x € U; fiir alle 7). Setze € = mine;. Dann ist
e >0 und K(z) C U; fiir alle 4, also K.(z) C (i, Ui.

Sei nun U, € T und = € J,c; Ua. Dann ist x € Uy, fiir ein ag € I, also gibt es
ein € > 0, so dass K (z) C Uy,, also erst recht K.(z) C JU,.

Zum Beweis der Hausdorff-Eigenschaft brauchen wir das folgende einfache, aber
wichtige Lemma:
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Lemma 1.4. Firallex e X, e>0ist K. (z) € T.

Beweis von Lemma 1.4. Sei z € K.(z), also d(z,z) < e. Dann ist r := ¢ — d(z, z) >
0, und falls y € K, (2), so gilt

d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) <d(z,z)+r=c¢,

also y € K.(x). Day € K, (z) beliebig war, haben wir gezeigt, dass K, (z) C K.(x),
also ist K (x) offen. O

Seien jetzt z,y € X, x # y. Setze e = (1/3) d(x,y) > 0. Falls z € K.(x) N K.(y),
so ist
2
Dieser Widerspruch zeigt, dass K¢(z) N K(y) = ), und somit ist (X,7) ein Haus-
dorff-Raum.

Wir kommen jetzt zum Beweis der letzten Behauptung. Wir nehmen zunéchst

d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) <e+e=

an, dass x, 4, 2 und fixieren eine Umgebung V von z. Es gibt ein U € 7 mit x € U
und U C V. Nach Konstruktion von 7 gibt es dann ein € > 0, so dass K.(z) C U.
Andererseits kénnen wir ein ng € N finden, so dass d(z,,z) < € fiir alle n > ng.
Fiir diese n ist dann also auch z,, € V.

Die Umkehrung ist klar, da die Kugeln K.(z) nach Lemma 1.4 spezielle Umge-
bungen von x sind.

Der letzte Teil des Beweises hitte etwas abstrakter gefiihrt werden koénnen; es
geniigt festzustellen, dass die Kugeln K, (x) eine Basis der Topologie 7 bilden. O

Topologische Eigenschaften in einem metrischen Raum koénnen wie gewohnt
durch Folgen charakterisiert werden. In aller Regel sind diese Folgenkriterien hand-
licher und niitzlicher als die etwas sperrigen topologischen Definitionen. Aus diesen
Griinden ist der Umgang mit topologischen Rdumen, die nicht wie in Satz 1.1 ,;me-
trisierbar® sind, oft viel schwieriger.

Satz 1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum, der wie in Satz 1.1 mit einer Topologie
versehen ist.

a) Die Kugeln {K.(z) : € > 0} bilden eine Umgebungsbasis bei x, d.h., zu jeder
Umgebung U von x gibt es ein € > 0, so dass K.(x) C U.

b) A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn aus x, € A, x € X, x, — x folgt,
dass © € A.

c¢) Sei BC X. Dann ist B={r € X : 3z, € B mit z,, — x}.

d) K C X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge x,, € K eine in K konver-
gente Teilfolge enthilt.

e) SeiY C X. Die von T aufY induzierte Topologie stimmt mit der von d auf
dem metrischen Raum (Y,d) erzeugten Topologie iiberein.

Diesen Satz wollen wir nicht beweisen.

Satz 1.3. Seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume, sei f eine Funktion f : X =Y,
und sei x € X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) f ist stetig bei x.

2) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass e(f(z), f(z')) < € fir alle ' € X mit
d(z,z') < 4.

3) Wenn x, 4, z, so folgt f(z,) = f(x).



4 CHRISTIAN REMLING

Die Stetigkeit von f in Bedingung 1) ist definiert mit Hilfe der von den Metriken
erzeugten Topologien. Mit anderen Worten: Bedingung 1) sagt, dass es zu jeder
Umgebung V C Y von f(z) eine Umgebung U C X von z gibt, so dass f(U) C V.

Beweis. 1) = 2): K.(f(z)) ist eine Umgebung von f(z), nach Voraussetzung gibt
es also eine Umgebung U von z mit f(U) C K.(f(z)). AuBlerdem existiert ein 6 > 0,
so dass Ks(x) C U. Dieses 0 hat die gewiinschten Eigenschaften.

2) = 3): Seien x,, — = und € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung existiert ein
0 >0, sodass e(f(x), f(z')) <e¢, falls d(z,2’) < §. Da z,, — x, existiert ein ng € N,
so dass d(xn,z) < 6, falls n > ng. Fiir diese n ist also e(f(x,), f(z)) <e.

3) = 1): Wir nehmen an, dass die Behauptung nicht gilt. Dann gibt es eine
(oBdA: offene) Umgebung V von f(z), fir die f(U) ¢ V fiir alle Ungebungen U
von x ist. Insbesondere gibt es fiir jedes n € N ein x, € Ky, (%) mit f(z,) ¢ V.
Da V offen ist und f(z) € V, gibt es ein € > 0, so dass K .(f(z)) C V. Somit
haben wir eine Folge z,, gefunden mit z,, — =z, aber e(f(x,), f(x)) > € > 0, also
f(zn) # f(x). Dieser Widerspruch zu Eigenschaft 3) zeigt, dass die Behauptung
doch gelten muss. (I

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir unseren ersten ,groflen“ funktio-
nalanalytischen Satz. Eine Teilmenge M eines metrischen Raums heifit nirgends
dicht, wenn M keine offene Kugel enthilt. (Allgemeiner heifit eine Teilmenge M
eines topologischen Raums nirgends dicht, wenn das Innere des Abschlusses leer

ist: M= ().)

Satz 1.4 (Baire). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, und seien A, (n € N)

nirgends dichte Mengen. Dann ist |, .y An # X.

Beweis. Da A; genau dann nirgends dicht ist, wenn A; nirgends dicht ist, konnen
wir annehmen, dass alle A; abgeschlossen sind. Der nun folgende Beweis ist im
Wesentlichen eine Variante des beriihmten Cantorschen Diagonalarguments fiir die
Uberabzihlbarkeit von R. Die Mengen A;, A, ... werden Schritt fiir Schritt ver-
mieden; so erhalten wir ein Element, das nicht in |J 4,, liegt.

Da A; nirgends dicht ist, gibt es zuniichst ein 1 € X \ A;. Da X \ A; offen
ist, kénnen wir auBerdem ein €; > 0 finden, so dass K, (z1) N A; = 0. Wir wihlen
e <271 (das einmal gefundene €; kann natiirlich weiter verkleinert werden).

Im zweiten Schritt wahlen wir ein z3 € K, jo(21), 22 ¢ Az. Ein solches x5 muss
es geben, da Ay nirgends dicht ist und somit die Kugel K, /o(21) nicht enthalten
kann. Dann bestimmen wir ein €5 > 0, so dass

Ke,(22) N Az =0, Key(22) C K¢y jo(a1), e <272
Allgemein bestimmen wir auf diese Weise induktiv Folgen z,, € X, €, > 0 mit
K, (xn)NAy, =0, K (vn) C K, j2(xn-1), € <277

Dann ist z,, eine Cauchfolge, denn fiir k,m € N liegen z,, und z,,4+ beide in
K., j2(xm), also

(1.1) Ay Trpk) < €m/2 =0 (M — 00).
Da X vollstandig ist, existiert also x := lim x,,. Es ist

(12) d(xm,:n) < d(l’m,.’bn) + d(xnvx)
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fiir beliebiges n € N. Wegen (1.1) ist d(@m, xn) < €,,/2, falls n > m, und d(z,, x) —
0 fiir n — oo. Also folgt aus (1.2), dass d(x,, ©) < €,/2 fiir alle m € N. Andererseits
ist K, (xm) N Ay =0 fiir alle m € N, also « & | J,, e An- O

Eine Gs-Menge (6 fiir ,,Durchschnitt“) ist eine Menge, die als abzéhlbarer Schnitt
offener Mengen geschrieben werden kann. Durch Ubergang zu den Komplementen
und Anwendung von Satz 1.4 auf Teilriume des urspriinglichen Raums erhélt man
die folgende Umformulierung des Satzes von Baire:

Satz 1.5 (Baire). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, und seien G1,Ga, . ..
dichte G5-Mengen. Dann ist ) G, ebenfalls eine dichte Gs-Menge.

Aufgabe 1.1. Beweise Satz 1.5.

neN

Ein Spezialfall von Satz 1.5 ist

Korollar 1.5. In einem vollstindigen metrischen Raum ist der Schnitt von abzihl-
bar vielen dichten offenen Mengen wieder dicht.

Der Satz von Baire hat viele wichtige Konsequenzen; diese Sétze werden wir in
Kapitel 3 besprechen. Dariiber hinaus gibt es noch eine Reihe von eher humoristi-
schen Anwendungen. Satz 1.5 sagt, dass dichte Gs-Mengen (im topologischen Sinn)
grofle Mengen sind: selbst abzihlbare Schnitte solcher Mengen sind noch dicht. Wir
nennen daher eine Eigenschaft generisch, wenn sie mindestens auf einer dichten Gy-
Menge gilt.

Beispiel 1.5. Die generische stetige Funktion ist nirgends differenzierbar. Genau-
er gilt folgendes: Im metrischen Raum X = C[a,b] mit der Metrik d(f,g) =
max |f(z)—g(z)| (vergleiche Beispiel 1.3) enthilt die Menge derjenigen Funktionen,
die an keiner Stelle = € [a, b] differenzierbar sind, eine dichte Gs-Menge.

Beispiel 1.6. Der generische Miinzwurf widerlegt das Gesetz der grofien Zahlen.
Hier ist der zugrunde liegende metrische Raum der Raum der (unendlichen) Miinz-
wiirfe, X = {(@n)nen : ©, = K, Z}. Als Metrik verwenden wir

d(xay) = Z 27",
TnFYn
d.h., wir summieren iiber diejenigen n € N, fiir die z,, # ¥y,. Diese Metrik ist
»natiirlich“; sie erzeugt die Produkttopologie auf X =[], {K, Z}.

Wir bezeichnen die Zahl der K’s in den ersten n Wiirfen mit K,,. Wenn die
einzelnen Wiirfe unabhéngig sind und P(K) = P(Z) = 1/2, so gilt mit Wahr-
scheinlichkeit 1, dass K,,/n — 1/2 (starkes Gesetz der grofien Zahlen). Generisch
gilt das nicht! Tatséchlich gilt fiir den generischen Miinzwurf, dass

K, . K,
liminf — =0, limsup — = 1.
n—oo N n—oo M



